Localisation dans les anneaux munis d'une action d'algèbre de Lie résoluble  by Guédénon, Thomas
 .JOURNAL OF ALGEBRA 197, 372]384 1997
ARTICLE NO. JA977074
Localisation dans les anneaux munis d'une action
d'algebre de Lie resolubleÁ Â
Thomas GuedenonÂ Â
37 rue Pasteur, 92800, Puteaux, France
Communicated by Robert Steinberg
Received March 30, 1996
A MA TANTE FELICIENNE DE LOUZAÂ
INTRODUCTION
Dans tout l'expose, k designe le corps des nombres complexes, g uneÂ Â
 .k-algebre de Lie de dimension finie n d'algebre enveloppante U g , R uneÁ Á
 .k-algebre toujours associative et unitaire . On suppose que g opere parÁ Á
derivations sur R via un morphisme d'algebres de Lie d de g versÂ Á
 .l'algebre de Lie des k-derivations de R. On note A s R a U g l'anneauÁ Â
w xd'operateurs differentiels etudie dans 2 .Â Â Â Â
Soient g resoluble, R commutative noetherienne, P un ideal premier deÂ Â Â
 .   .4A et V P la clique de P. Posons T s F A_Q; ou Q parcourt V P .Á
w xD'apres 8, 7.7 , T est un ensemble de Ore dans A. Donc A rM est unÁ T
wanneau simple artinien si M est un ideal primitif a droite de A 8, 7.7; 10,Â Á T
x7.1 .
 .Fixons un ideal t de g et posons B s R a U t . Soit h un ideal de gÂ Â2
contenant t et maximal par rapport a la proprieteÁ Â Â
P l B s P l B B , ou B s R a U h . .  .Á1 2 1 1
 .   ..On dit que la condition L respectivement L est satisfaite pour P1 2
si P l B est localisable respectivement Q l B est localisable pour tout1 1
 ..Q appartenant a V P .Á
 .  .  .Il est clair que L entraõne L . La condition L est satisfaite pourÃ2 1 2
P dans les cas suivants:
1er cas. Si g est nilpotente, R est integre et QR est engendre parÁ ÂQ
 .un ensemble regulier g-centralisant d'elements; ou Q s P l R cf. 3.4 .Â Â Â Á
 .2 eme cas. Si dim g s 1 cf. preuve de 4.4 .Á
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3eme cas. Si R est integre g-localement finie et QR est engendreÁ Á ÂQ
par un ensemble regulier g-centralisant d'elements; ou Q s P l R cf. 1.1Â Â Â Á
.et 5.3 . En particulier, si R est reguliere integre et g opere trivialementÂ Á Á Á
sur R.
 .4eme cas. Si R est g-simple cf. 1.1 et remarques 5.8 .Á
 .Le but de l'expose est d'etendre a l'anneau R a U g , lorsque R estÂ Â Á
 .integre et g-hypernormale, certains resultats obtenus pour U g par K. A.Á Â
w xBrown dans 7, 6.1 .
 .Plus precisement, nous montrons cf. 4.2 que si M est un ideal primitifÂ Â Â
de A , si QR est engendre par un ensemble regulier g-normalisantÂ ÂT Q
 .d'elements; ou Q s P l R et si la condition L est satisfaite pour P,Â Â Á 2
alors M est engendre par un ensemble regulier normalisant contenant dÂ Â
elements; ou d, la hauteur de M est aussi la dimension globale et laÂ Â Á
dimension de Krull de A .T
Dans les premier, troisieme et quatrieme cas ci-dessus, nous montronsÁ Á
que l'entier d est aussi egal a la hauteur de P. Nous discutons alors dansÂ Á
 .ces trois cas des nombres de Bass dans l'anneau R a U g . Dans le
troisieme cas, le resultat est ameliore si dim g s 1.Á Â Â Â
Â1. PRELIMINAIRES
Les notations et les definitions suivantes seront utilisees dans l'expose.Â Â Â
Un anneau noetherien signifie noetherien a droite et a gauche.Â Â Á Á
Soient A un anneau noetherien et P un ideal premier de A.Â Â
On note ht P la hauteur de P.
 .  4On pose C P s a g A tel que a q P est regulier dans ArP .ÂA
Le grade de P est l'entier
j P s inf i : Ext i ArP , A / 0 ; .  . 4A A
ou ArP et A sont consideres comme A-modules a gauche ou a droite.Á Â Â Á Á
 .Si P est completement premier, Fr ArP designe le corps des fractionsÁ Â
 .  .  .de ArP et m P, A la dimension sur Fr ArP du Fr ArP y espacei
 . i  .vectoriel Fr ArP m Ext ArP, A .A A
Les nombres m ont ete introduits en algebre commutative par H. BassÂ Â Ái
w x w x1 et dans les algebres enveloppantes par M. P. Malliavin 11 . OnÁ
w xtrouvera une definition plus generale des nombres m dans 9, Sect. 4 .Â Â Â i
 .  .On note gl y d A et K y d A la dimension globale et la dimension de
Krull au sens de Gabriel et Rentschler de A.
w xNous utilisons la notion d'anneau local regulier au sens de Walker 12 .Â
Soient P et Q deux ideaux premiers de A. La notation P § Q signifieÂ
qu'il existe un lien de P vers Q. Pour la definition de cette notion et de laÂ
w xclique d'un ideal premier, on pourra consulter 10 .Â
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w xLe lemme suivant se demontre en adaptant la preuve de 8, 7.3 a notreÂ Á
contexte. Il est utile pour les paragraphes 4 et 5.
 .LEMME 1.1. Soient R noetherienne, h un ideal de g, A s R a U g , B sÂ Â
 .R a U h et P § Q deux ideaux completement premiers de A tels que P l BÂ Á
et Q l B soient completement premiers.Á
 .1 Si P l B est localisable, alors Q l B : P l B
 .2 Si Q l B est localisable, alors P l B : Q l B.
Â2. ELEMENTS g-NORMALISANTS DE R
Soit R noetherienne.Â
Si I est un ideal g-invariant de R et si b est un element g-normal de RÂ Â Â
non contenu dans I, alors I q Rb est un ideal g-invariant de R.Â
 4Si b , b , . . . , b est un ensemble normalisant d'elements R, on noteÂ Â1 2 i
 .b , b , . . . , b l'ideal de R qu'il engendre.Â1 2 i
DEFINITION 2.1. Soit R noetherienne. Les elements b , b , . . . , b for-Â Â Â Â 1 2 l
ment un ensemble g-normalisant d'elements de R siÂ Â
 .i b est un element g-normal non nul dans RÂ Â1
 .  .ii b q b , . . . , b est un element g-normal non nul dansÂ Âi 1 iy1
 .Rr b , . . . , b pour 1 F i F l.1 iy1
On definit de facËon similaire la notion d'ensemble g-centralisant d'ele-Â Â Â
ments de R et d'ensemble normalisant semi-invariant d'elements de R.Â Â
THEOREME 2.2. Soient R noetherienne et I un ideal g-in¨ariant de R.Â Á Â Â
 .i Si R est g-hypernormale, alors I est engendre par un ensembleÂ
g-normalisant d'elements de R.ÂÂ
 .ii Si R est g-hypercentrale, alors I est engendre par un ensembleÂ
g-centralisant d'elements de R.ÂÂ
 .Preu¨e. i On suppose I / 0. D'apres nos hypotheses, I contient unÁ Á
 4element g-normal non nul b de R. Supposons que b , . . . , b est unÂ Â 1 1 i
ensemble g-normalisant d'elements de R contenu dans I. Posons J sÂ Â
 .b , . . . , b , b . Si I s J, alors le resultat est vrai. Si I / J, alors il existeÂ1 iy1 i
b g I _ J tel que b q J est un element g-normal non nul de RrJ.Â Âiq1 iq1
 4Donc b , . . . , b est un ensemble g-normalisant d'elements de R. SiÂ Â1 iq1
 .  .I s J q b , alors la demonstration est terminee. Si I / J q b , onÂ Âiq1 iq1
recommence le meme processus. Comme R est noetherienne, on conclutÃ Â
que I est engendre par un ensemble g-normalisant d'elements de R.Â Â Â
 .  .ii La demonstration se fait comme en i .Â
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COROLLAIRE 2.3. Soit R noetherienne g-hypercentrale. Alors tous lesÂ
ideaux premiers g-in¨ariants de R sont localisables.Â
Preu¨e. Soit P un ideal premier g-invariant de R. D'apres le theoremeÂ Á Â Á
 .2.2 , P est engendre par un ensemble g-centralisant d'elements de R. OrÂ Â Â
un ensemble g-centralisant d'elements est un ensemble centralisant d'ele-Â Â Â Â
ments. Le resultat est maintenant evident.Â Â
Soient k algebriquement clos, g resoluble et R commutativeÂ Â
noetherienne g-localement finie. Si I est un ideal g-invariant de R, alors IÂ Â
 .est engendre par un ensemble normalisant semi-invariant d'elementsÂ Â Â
de R.
 .  4Soit R noetherienne, h un ideal de g et B s R a U h . Si a , . . . , a estÂ Â 1 l
 .un ensemble g-normalisant respectivement regulier g-normalisant d'ele-Â Â Â
 4 ments de R, alors a , . . . , a est un ensemble g-normalisant respective-1 l
.ment regulier g-normalisant d'elements de B.Â Â Â
 4Soit Q un ideal g-invariant de R. Si a , . . . , a est un ensembleÂ 1 l
 4g-normalisant d'elements de R qui engendre Q, alors a , . . . , a engendreÂ Â 1 l
QB.
w xSi C est un ensemble de Ore dans R, alors, d'apres 3, 4.5 , C est unÁ
 .ensemble de Ore dans B et B s R a U h . Si C est compose d'ele-Â Â ÂC C
 4ments reguliers et si a , . . . , a est un ensemble g-normalisant d'elementsÂ Â Â1 l
 4de R, alors a , . . . , a est un ensemble g-normalisant d'elements de R .Â Â1 l C
 4Soit Q un ideal premier g-invariant de R. Si a , . . . , a est un ensembleÂ 1 l
 4g-normalisant d'elements de R qui engendre Q, alors a , . . . , a engendreÂ Â 1 l
Q .C
Remarque. Tout ce qui a ete dit ci-dessus reste vrai lorsqu'on remplaceÂ Â
``g-normalisant'' par ``g-centralisant'' ou par ``normalisant semi-invariant''
dans les hypotheses et les conclusions.Á
Â Â Â3. RESULTATS GENERAUX SUR LA LOCALISATION
 .DANS R aU g
Dans ce paragraphe et les suivants, g est resoluble.Â
Soit 0 s g ; g ; ??? ; g s g s g une suite de composition de g ;0 1 n
donc g est un ideal de g et g rg est de dimension 1, pour 1 F i F n.Âi i iy1
Soit l g gU la valeur propre de l'action adjointe de g sur g rg ,i i iy1
1 F i F n. Les l sont les valeurs de Jordan]Holder de g.Èi
 .Pour i s 1, 2, . . . , n; fixons X g g _ g ; donc X , X , . . . , X est unei i iy1 1 2 i
 .base de g . Posons R s R et R s R a U g ; 0 F i F n; donc R si 0 i i n
 .R a U g .
w xSi R est g-hypernormale, nous avons montre dans 9, 2.18 que chaqueÂ
R est g-hypernormale. Afin de rendre l'expose bien clair, apportonsÂi
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quelques precisions a ce resultat. Fixons un entier i s 1, 2, . . . , n et unÂ Á Â
w xentier j F i. D'apres la preuve de 9, 2.15 , si I ; I sont deux ideauxÁ Â1 2
g-invariants de R , alors il existe t g I _ I tel quei 2 1
 .1 pour tout u g R , il existe ¨ g R verifiant ut y t¨ g I . Dans leÂj j 1
cas particulier, ou R est commutative, ut y tu g I pour tout u g R.Á 1
 .  .  .  .2 pour tout X g g, d t y r t y m l X t y ??? ym l X t gX X 1 1 i i
I ; ou r g R, les m pour j F i sont des entiers naturels et m est leÁ1 X j i
degre minimal en X d'un element de I _ I a coefficients dans R .Â Â Â Ái 2 1 iy1
Pour la definition des entiers m , . . . , m , on pourra se reporter a laÂ Á1 iy1
w xpreuve de 9, 2.15 .
 .3 Si R est g-hypercentrale, alors r s 0 pour tout X g g.X
 .  .4 Si R est commutative g-localement finie, alors r s f X pourX
tout X g g ; ou f est un caractere de g.Á Á
w xDans ces conditions, 9, 4.4 peut etre generalise de la facËon suivante:Ã Â Â Â
LEMME 3.1. Soient R noetherienne a droite g-hypernormale, P un idealÂ Á Â
premier g-in¨ariant de B s R , P s P l R et P s P l R ; 1 F i F mm 1 i 2 iy1
F n. Alors P et P R s R P sont des ideaux premiers g-in¨ariants de R .Â1 2 i i 2 i
De plus, soit P s P R , ou bien il existe p g P _ R P tel que1 2 i 1 i 2
 .  .  .i d p y u p y ml X p g R P pour tout X g g ; ou u g RÁX X i 2 X
et m est le degre minimal en X d'un element de P _ R P a coefficients dansÂ ÂÂ Ái 1 i 2
R ;iy1
 .ii p q R P est un element normal de R rP R ;ÂÂi 2 i 2 i
 .iii si s g R et ps g R P , alors s g R P ;i i 2 i 2
 .  .iv pour tout q g P , il existe c g C P tel que qc g R P q R p.1 B i 2 i
w xPreu¨e. Il suffit d'adapter la preuve de 9, 4.4 a notre contexte. VoiciÁ
les grandes lignes de la demonstration. On choisit f g P _ R P de degreÂ Â1 i 2
w xminimal m en X et on definit K et K comme dans 9, 4.4 . Il existeÂi 1 2
 .a g K _ K tel que a q K est normal dans R rK et d a ym 2 1 m 1 iy1 1 X m
u a g K pour tout X g g, ou u s r q m l q ??? qm l etÁX m 1 X X 1 1 iy1 iy1
 .r g R cf. debut de ce paragraphe . Ceci entraõne l'existence d'un elementÂ Ã Â ÂX
 .  .  .  .p g P _ R P qui verifie i , ii et iii . Il est facile de voir que d a yÂ1 i 2 X m
u a g P : P pour tout X g g.X m 2
De meme pour tout r g R, il existe r g R tel que ra y a r g P : P.Ã 1 m m 1 2
Ainsi, pour tout u g R , il existe ¨ g R tel que ua y a ¨ g P. Orm m m m
 .a f P a cause du choix de m; donc a g C P . Le reste de la demon-Á Âm m B
w xstration se fait exactement comme dans 9, 4.4 .
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 .  .Remarque. D'apres la preuve de 3.1 , l'element a et donc c estÁ Â Â m
aussi regulier dans R modulo P .Â iy1 2
 .Pour tout ideal premier g-invariant P de B s R , I B designe l'en-Â Âm
 .semble des entiers i F m tels que P l R / P l R R .i iy1 i
w xLe resultat suivant est une generalisation de 9, 4.6 .Â Â Â
THEOREME 3.2. Soient R noetherienne a droite premiere g-hypernormale,Â Á Â Á Á
B s R , 0 F m F n, P un ideal premier g-in¨ariant localisable de B etÂm
Q s P l R. Si Q est localisable et si QR est engendre par un ensembleÂQ
regulier g-normalisant d'elements, alors B est un anneau local regulier deÂ ÂÂ ÂP
<  . < <  . <dimension au plus egale a dim R q I B ; ou I B designe le cardinal deÂ Á Á ÂQ
 .I B .
w xPreu¨e. La demonstration se fait exactement comme 9, 4.6 on utiliseÂ
 .3.1 et on fait les changements appropries.Â
Le resultat suivant prouve que, si R n'est pas g-hypercentrale, on peutÂ
 .quand meme parler de localisation dans R a U g .Ã
THEOREME 3.3. Soient R commutati¨ e noetherienne integre, B s R ,Â Á Â Á m
0 F m F n, P un ideal premier g-in¨ariant de B et Q s P l R. On supposeÂ
que
 .1 QR est engendre par un ensemble regulier g-centralisant d'ele-Â Â ÂÂQ
ments;
 .  .2 P l R / P l R R implique l s 0.i iy1 i i
Alors P est localisable, PB est engendre par un ensemble regulier g-Â ÂP
<  . <centralisant et dim B s dim R q I B .P Q
w xPreu¨e. La demonstration va se faire comme dans 4, 2.6 . PosonsÂ
 .P s P l R et C s C P ; 0 F i F m.i i i R ii
Il suffit de montrer la propriete suivante:Â Â
 .), i C est un ensemble de Ore dans B et P B est engendreÂiy1 i C iy1
 .par un ensemble regulier g-centralisant d'elements de P C .Â Â Â i iy1
D'apres les hypotheses, C est un ensemble de Ore dans R et Q doncÁ Á 0 C0
.QB est engendre par un ensemble regulier g-centralisant d'elements deÂ Â Â ÂC0
Q . Notons K le corps des fractions de RrQ. Si P rQR est non nul,C 0 1 10 w x  .  .alors, d'apres 4, 2.1 , P r Q R est engendre par un element g-Á Â Â Â1 C C 10 0
w x  .  .central regulier de K X , d . Il en resulte que P et donc P B estÂ Â0 1 1 1 C 1 C0 0
 .engendre par un ensemble regulier g-centralisant d'elements de P .Â Â Â Â 1 C0
 .Ainsi ), 1 est vraie.
 .Supposons que ), i est vraie pour 1 F i - m. Il est clair que C ; C .iy1 i
 .  .  .D'apres ), i , l'ideal P R de R est engendre par unÁ Â Âi C iq1 iq1 Ciy1 iy1
 .ensemble regulier g-centralisant d'elements de P . Il est donc localis-Â Â Â i C iy1
able. On en deduit que C est un ensemble de Ore dans R , doncÂ i iq1
dans B.
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 .Si P rP R est non nul, on demontre comme dans le cas ), 1 queÂiq1 i iq1
 .   ..P C et donc P B est engendre par un ensemble regulierÂ Âiq1 i iq1 C i
 . wg-centralisant d'elements de P C . Il suffit pour cela, d'appliquer 4,Â Â iq1 i
x  .  . w x2.1 a l'ideal P r P R de K X , d , ou K est le corps desÁ Â Áiq1 C i C iq1 i iq1 iq1 ii i
 .fractions de R rP . Ainsi, P B est localisable; donc ), i q 1 est vraie.i i iq1 C i
On en deduit que P est localisable et PB est engendre par un ensembleÂ ÂP
regulier g-centralisant d'elements. La derniere assertion est evidente.Â Â Â Á Â
COROLLAIRE 3.4. Soient R commutati¨ e noetherienne integre, g nilpo-Â Á
tente, B s R , 0 F m F n, P un ideal premier g-in¨ariant de B et Q s P l R.Âm
Si QR est engendre par un ensemble regulier g-centralisant d'elements, alorsÂ Â ÂÂQ
P est localisable, PB est engendre par un ensemble regulier g-centralisantÂ ÂP
<  . <d'elements de B et dim B s dim R q I B .ÂÂ P P Q
 .COROLLAIRE 3.5. Sous les hypotheses de 3.4 , soit d la hauteur de P.Á
 .  .Alors m P, B s 0 si i / d et m P, B s 1.i d
 .  .COROLLAIRE 3.6. Sous les hypotheses de 3.4 , on a j BrP s ht P.Á B
 .Preu¨e. Il suffit d'utiliser 3.5 et la definition du grade de P.Â
Â4. RESULTAT FONDAMENTAL
 .Dans ce paragraphe, R est commutative noetherienne, A s R a U g etÂ
P est un ideal premier de A. On conserve aussi les notations des para-Â
graphes precedents.Â Â
 .Fixons un ideal t de g. Posons B s R a U t . Choisissons un ideal h deÂ Â2
 .g maximal par rapport a la propriete P l B s P l B B ; ou B sÁ Â Â Á1 2 1 1
 .R a U h .
 .Supposons la condition L satisfaite pour P. Alors S s B _ P l B1 1 1
est un ensemble de Ore dans B , donc dans A. Notons D le corps des1
fractions de B rP l B .1 1
LEMME 4.1. Sous ces hypotheses et a¨ec ces notations, soit R integre.Á Á
 . w xAlors A r P l B A est isomorphe a D x , . . . , x l'algebre desÁ ÁS 1 S lq1 n
polynomes sur D; ou l est la dimension de h.Ã Á
 .Preu¨e. Soit X , . . . , X une base du complementaire de h dans g.Âlq1 n
 4 X X  X.Pour i g l q 1, . . . , n , posons h s h [ kX et A s R a U h . Alorsi
X  . XP l A / P l B A , a cause de la maximalite de h. On en deduit queÁ Â Â1
 X .  . X  .w xP l A r P l B A est un ideal premier non nul de B rP l B X , d ,Â1 1 1 i i
w x w xdonc D X , d n'est pas un anneau simple; donc d doit etre 3, 4.7 uneÃi i i
derivation interieure de D. Il existe alors d g D tel que l'element x s XÂ Â Â Âi i i
w x w x y d commute avec D. Il est clair que D X s D x . Ainsi, A r P li i i S
.  . w xB A s D a U grh s D x , . . . , x .1 S lq1 n
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 4  .Soient i, j g l q 1, . . . , n . Si Z D designe le centre de D, alorsÂ
w x w x w x w x w x w x w xx , x s X , X y X , d y d , X q d , d s X , X y d , d gi j i j i j i j i j i j i j
 . w x w xZ D , car X , s d , sur D. On montre comme ci-dessus quei i
w x  . w xD X , X s D a U kX [ kX n'est pas un anneau simple. Si x , x / 0,i j i j i j
w x w x  .alors D X , X s D x , x est isomorphe a A D , l'algebre de WeylÁ Ái j i j 1
 .d'ordre 1 sur D. Ce qui est impossible, car A D est un anneau simple;1
w xdonc x , x s 0. Ce qui acheve la demonstration.Á Âi j
 . Notons V P la clique de P et posons T s F A_Q, ou Q parcourtÁ
 .4 w x wV P . D'apres 8, 7.7 , T est un ensemble de Ore dans A. D'apres 8, 7.7;Á Á
x10, 7.1 , les ideaux primitifs de A sont de la forme QA ; ou Q parcourtÂ ÁT T
 .V P .
 . wSupposons que la condition L est satisfaite pour P. D'apres 10, 5.4.5;Á1
x5, 1.1 , S : T. Donc A est une localisation de A .T S
Soient R integre g-hypernormale et Q s P l R. Si QR est engendreÁ ÂQ
 .par un ensemble regulier g-normalisant d'elements, alors, d'apres 3.2 ,Â Â Â Á
 .   . .P l B A et donc P l B A est engendre par un ensemble regulierÂ Â1 S 1 T
normalisant d'elements. Le cardinal de cet ensemble sera note d .Â Â Â 1
 .Nous arrivons au resultat fondamental de l'expose. Il generalise 3.2 ,Â Â Â Â
lorsque R est commutative et m s n.
THEOREME 4.2. Sous les hypotheses et a¨ec les notations ci-dessus, soientÂ Á Á
R integre g-hypernormale, M un ideal primitif de A et Q s P l R. Si QRÁ Â T Q
est engendre par un ensemble regulier g-normalisant d'elements et si laÂ Â ÂÂ
 .condition L est satisfaite pour P, alors2
 .1 M est engendre par un ensemble regulier normalisant d'elements deÂ Â ÂÂ
<  . <cardinal d s dim R q I A .Q
 .  .  .2 d s gl y d A s K y d A s ht M.T T
 .  .  .  . Preu¨e. 1 Posons I s P l B A . D'apres L et 1.1 , I s P9 lÁ1 T 2
.  .B A : P9 A pour tout P9 dans V P . On en deduit que I est contenuÂ1 T T
 .dans le radical de Jacobson de A . D'apres 4.1 , A rI est une localisa-ÁT T
w xtion de D x , . . . , x . On en deduit que MrI est engendre par unÂ Âlq1 n
ensemble regulier centralisant d'elements de cardinal d , par exemple.Â Â Â 2
Donc M est engendre par un ensemble regulier normalisant d'elements deÂ Â Â Â
cardinal d q d s d.1 2
 .  .  .2 Il est clair que d s gl y d A rI s K y d A rI - q`.2 T T
w xLes deux premieres egalites decoulent de 12, 1.4 et 1.9 . D'apres leÁ Â Â Â Á
theoreme de l'ideal principal, ht M s d.Â Á Â
w xD'apres 2, 7.9 , si Q est un ideal premier g-invariant de R, alors QA estÁ Â
classiquement localisable.
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LEMME 4.3. Soient R integre et Q un ideal premier g-in¨ariant de R. SiÁ Â
QR est engendre par un ensemble regulier g-normalisant d'elements, alorsÂ Â ÂÂQ
A est un anneau local regulier.ÂQ A
 .Le theoreme 4.2 peut etre ameliore si g est de dimension 1.Â Á Ã Â Â
THEOREME 4.4. Soient g de dimension 1, R integre, M un ideal primitif deÂ Á Á Â
A et Q s P l R. Si QR est engendre par un ensemble regulier g-normal-Â ÂT Q
isant d'elements, alorsÂÂ
 .1 M est engendre par un ensemble regulier normalisant d'elements deÂ Â ÂÂ
<  . <cardinal d s dim R q I AQ
 .  .  .2 d s gl y d A s K y d A s ht M.T T
 .  .Preu¨e. Si P s P l R A, alors, d'apres 4.3 , le resultat est vrai. DansÁ Â
<  . <ce cas, I A s 0.
 .  .  .  .Si P / P l R A, alors pour t s 0 et h s 0 donc B s B s R , la2 1
 .condition L est trivialement satisfaite pour P. Enfin, d'apres les hy-Á2
 .potheses, l'ideal P l R A est engendre par un ensemble regulier nor-Á Â Â ÂT
 .malisant d'elements. Le resultat se demontre exactement comme 4.2 .Â Â Â Â
<  . <Dans ce dernier cas, I A s 1.
Â5. QUELQUES APPLICATIONS DU RESULTAT FONDAMENTAL
 .Dans ce paragraphe, R est commutative noetherienne et A s R a U g .Â
On conserve les notations des paragraphes precedents.Â Â
Si l est un caractere de g, alors le morphisme d'algebres de LieÁ Á
 .  .g ª R a U g ; X ª X q l X permet de definir un automorphismeÂ
 .d'algebre R-lineaire t de R a U g .Á Â l
LEMME 5.1. Soient R g-localement finie et P § Q deux ideaux premiers deÂ
 .A. Alors, il existe un caractere l g tel que Q s t P .Á l
w xPreu¨e. Par definition, il existe, d'apres 10, 5.3 , un ideal I de A telÂ Á Â
 .que PQ : I ; P l Q et P l Q rI est sans torsion comme ArP module
 .a gauche et comme ArQ-module a droite. Il existe cf. § 3 , p g P l Q_ IÁ Á
tel que q s p q I est normal dans ArI et
d q s f X q q m l X q q ??? qm l X q ; .  .  .  .X 1 1 n n
ou f est un caractere de g. Posons l s f q m l q ??? qm l ; doncÁ Á 1 1 n n
 .  .Xq s qX q l X q s qt X pour tout X g g. On en deduit que uq sÂl
 .  .qt u pour tout u g U g . On sait aussi que rq s qr pour tout r g R. Ill
 .  .en resulte que aq s qt a et qa s t a q pour tout a g A.Â l yl
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D'autre part, comme ArP et ArQ sont des anneaux integres, laÁ
 .condition de torsion faite sur P l Q rI implique que l'annulateur aÁ
 .  .gauche respectivement a droite de q dans A est P respectivement Q .Á
 .   ..  .Tout ceci prouve que Q s r. ann q s t l. ann q s t P .A l A l
 .LEMME 5.2. Soient R g-localement finie, h un ideal de g et B s R a U h .Â
 .  .1 Si P § Q sont deux ideaux premiers de A tels que P s P l B A,Â
 .alors Q s Q l B A et P l B § Q l B. Reciproquement:Â
 . X X X2 Si P § Q sont deux ideaux premiers de B tels que P est g-in-Â
¨ariant, alors QX est g-in¨ariant et PXA § QXA.
 .  .  .Preu¨e. 1 D'apres 5.1 , Q s t P pour un caractere l de g. CommeÁ Ál
 .  .t B s B, on a Q s Q l B A.l
0 0 Posons P l B s P et Q l B s Q : ce sont des ideaux premiers g-in-Â
.variants de B. Maintenant,
P l Q rPQ s P l Q l B ArP 0AQ0A .  .
s P l Q l B Ar P 0Q0 A s P 0 l Q0 rP 0Q0 A. .  .  . .
) .
w xD'apres les hypotheses, A verifie la condition de second niveau 2, 7.4 .Á Á Â
w x  .  0 0. 0 0. 0  0D'apres 8, 1.4 et ) , l. ann P l Q rP Q s P et r. ann P lÁ B B
0. 0 0. 0 w x 0 0Q rP Q s Q . A nouveau, d'apres 8, 1.4 , P § Q .Á
 .  . X  X.2 D'apres 5.1 , il existe un caractere m de h tel que Q s t P .Á Á m
w xD'apres 3, 6.4 , m est la restriction a h d'un caractere l de g. PuisqueÁ Á Á
g s h q Ker l, un sous-ensemble de h j Ker l forme une base E de g.
 X . XSoit X g E. Alors d Q : Q , si X g h. Supposons que X est dansX
X X X  . XKer l et soit q g Q . On sait que q s t q pour un q de P . Nous avonsl
 X.  .  .   ..  X. X Xd q s Xt q y t q X s t d q g t P s Q . Donc Q est g-in-X l l l X l
variant. On en deduit que QXA est un ideal premier de A. PuisqueÂ Â
X X  X X. X X X XP A l Q A s P l Q A et P AQ A s P Q A, l'assertion decoule facile-Â
w xment de 8, 1.4 .
  .4Soit P un ideal premier de A. Posons t s F Ker l , i g I A . Il estÂ i
 .clair que t est un ideal de g. Posons B s R a U t . Soit h un ideal de gÂ Â2
contenant t et maximal par rapport a la proprieteÁ Â Â
P l B s P l B B , ou B s R a U h . .  .Á1 2 1 1
Avec ces notations, on a
LEMME 5.3. Soient R integre g-localement finie et Q s P l R. Si QR estÁ Q
engendre par un ensemble regulier g-centralisant d'elements, alors P l BÂ Â ÂÂ 2
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 . respecti¨ ement P l B est un ideal premier localisable de B respecti¨ ementÂ1 2
.de B .1
 .Preu¨e. L'ideal P l B de B verifie les conditions du theoreme 3.3 ,Â Â Â Á2 2
donc P l B est localisable.2
X  . X Soit P un ideal premier de B tel que P l B B § P . D'apres 5.2Â Á1 2 1
 .. X  X . X1 , P s P l B B et P l B § P l B . Comme P l B est localis-2 1 2 2 2
X X  .able, P l B s P l B . Il en resulte que P s P l B B . Donc laÂ2 2 2 1
 .  . w x clique de P l B B est reduite a P l B B . D'apres 10, 7.2-5 , P lÂ Á Á2 1 2 1
.B B est classiquement localisable.2 1
 .Le resultat suivant est une belle illustration de 4.2 .Â
THEOREME 5.4. A¨ec les notations ci-dessus, soient R integre g-locale-Â Á Á
ment finie, M un ideal primitif de A et Q s P l R. Si QR est engendre parÂ ÂT Q
un ensemble regulier g-centralisant d'elements, alorsÂ ÂÂ
 .1 M est engendre par un ensemble regulier normalisant semi-in¨ariantÂ Â
<  . <d'elements de cardinal d s dim R q I AÂÂ Q
 .  .  .2 d s gl y d A s K y d A s ht M s ht P.T T
 .Preu¨e. On choisit les ideaux t et h comme ci-dessus. D'apres 5.3 , laÂ Á
 .  .condition L est satisfaite pour P. Soit P9 un element de V P . D'apresÂ Â Á1
 .  .5.1 , P9 s t P pour un caractere l de g. Comme B est t -stable,Ál 1 l
 .P9 l B s t P l B . On en deduit que P9 l B est localisable, carÂ1 l 1 1
P l B l'est et t est un automorphisme d'algebre de B ; donc la conditionÁ1 l 1
 .  .  .L est satisfaite pour P. Le theoreme 4.2 donne 1 et les troisÂ Á2
 .premieres egalites de 2 .Á Â Â
 .  .Nous avons ht P s ht PA s ht M, car M s P9 A s t P A sT T l T
 .  .t PA pour un P9 dans V P et un caractere l de g. On signale que tÁl T l
est prolonge a A de facËon naturelle.Â Á T
w xLe resultat suivant est une generalisation appropriee de 9, 4.8 .Â Â Â Â
THEOREME 5.5. A¨ec les notations ci-dessus, soient R integre g-locale-Â Á Á
ment finie, Q s P l R et d la hauteur de P. Si QR est engendre par unÂQ
 .ensemble regulier g-centralisant d'elements, alors m P, A s 0 si i / d etÂ ÂÂ i
 .m P, A s 1.d
 .Preu¨e. D'apres 5.4 , PA est engendre par un ensemble regulierÁ Â ÂT
 4normalisant z , . . . , z , . . . , z ; ou s est la dimension de R . De plus,Á1 s d Q
 .  .z q z , . . . , z est un vecteur propre de A r z , . . . , z ; pour i si 1 iy1 T 1 iy1
1, . . . , d. Si f est sa valeur propre, alors f s ??? s f s 0; donc t si 1 s f1
 .??? s t s identite. On demontre comme dans la preuve de 5.1 queÂ Âf s
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 .  .  . wz t a s a z modulo z , . . . , z pour tout a g A . D'apres 6,Ái f i 1 iy1 Ti
x2.5 ,
0 si i / diExt A rPA , A s .A T T T T A rPA si i s dT T
comme A -module a gauche.ÁT
Or
Fr ArP m Ext i ArP , A s Ty1 Ext i ArP , A .  .  .A A A
s Ext i A rPA , A .A T T TT
 .et A rPA s Fr ArP ; d'ou le resultat.Á ÂT T
 .  .COROLLAIRE 5.6. Sous les hypotheses de 5.5 , j ArP s d.Á A
 .  .  .Le corollaire suivant est un resume de 5.4 , 5.5 et 5.6 dans un casÂ Â
particulier interessant.Â
COROLLAIRE 5.7. Soient R reguliere integre, M un ideal primitif de A etÂ Á Á Â T
Q s P l R. Si l'action de g sur R est tri¨ iale, alors
 .1 M est engendre par un ensemble regulier normalisant semi-in¨ariantÂ Â
<  . <d'elements de cardinal d s dim R q I A .ÂÂ Q
 .  .  .2 d s gl y d A s K y d A s ht M s ht P.T T
 .  .  .3 m P, A s 0 si i / d et m P, A s 1.i d
 .  .4 d s j ArP .A
 .  .  .  .Remarques 5.8. 1 Si dim g s 1, les resultats de 5.4 , 5.5 et 5.6 sontÂ
aussi vrais lorsqu'on remplace dans l'enonce ``g-centralisant'' par ``normal-Â Â
 .isant semi-invariant''. Pour montrer cela, il suffit d'utiliser 4.4 .
 .2 Si dans les resultats obtenus dans ce paragraphe, nous avonsÂ
suppose que R est g-localement finie, c'est pour que l'element r intro-Â Â Â X
duit au debut du paragraphe 3 soit dans le corps de base k pour chaque XÂ
de g. Or, pour chaque X appartenant a g, l'element r est nul, lorsque RÁ Â Â X
est g-simple. On deduit de cette observation que tous les resultats obtenusÂ Â
  ..dans ce paragraphe, a l'exception de 5.2 2 sont aussi vrais lorsqu'onÁ
remplace l'hypothese ``g-localement finie'' par ``g-simple.'' Dans ces condi-Á
 .tions, R est P l R s 0 et integre.Á
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